
小山工業高等専門学校研究紀要
第 41 号 (2009) 9- 16 ，

 
ファジー内積空間について

Note on fuzzy inner product spaces 

伊 藤 益 生

Masuo ITOH 

1 はじめに

「ファジー理論(fuzzytheory)」の funda-

mental conceptsは，今から 45年ほど前に

Zadeh[25)によって導入され，これが fuzzy

数学の骨格を成していることは承知の通り

である．論文発表以来，’’曖昧 (fuzzy)"と

いう概念を数学的に解析する手段としては

標準的な手法として広く知られるようにな

り，今ではすっかり定着した感がある．

本稿は，工学への応用を意識し，ファジ一

理論の中では余りよく知られていない fuzzy

inner product space(ファジー内積空間＝

F.I.P.S. と略す）研究の現状を紹介したも

のである．筆者は， fuzzypoint(ファジ一点）

とQ-relation(Q-関係）は fuzzytheoryの

研究をすすめる上で重要な役割を果たす概

念であると認識し，研究には積極的に利用

するよう心掛けているところが，いずれ

の概念も，残念ながら日本の fuzzytheory 

研究者には極めて認知度の低い概念である．

これを踏まえ，以下の各節では fuzzypoint 

や Q-relationの重要性などに言及し，その

上で，それを用いた F.I.P.S.の研究を説明

することにした．

2 fuzzy pointと Q-relation

工学理論の研究手段を数学に求めるなら

ば，それは主に解析学である とすると，

一般位相理論 (generaltopology)上の収束

理論（例えば， Moore-Smithの理論， filter

の理論など…）が必要になる．つまり，ファ

ジ一位相空間(fuzzytopological space=F. T .S. 

と略す）の定式化が先ず求められるところ

である これについては Chang[3)及び

Lowen[15)などの先行研究によって定式化

がなされ，その後多くの研究が発表されて

いるさらに，収束の理論をファジ一位相

空間上で扱うということになれば，本質的

な働きをするのが "point(点）”であると

ころが fuzzyset theoryが開発された当

初は，高々シングルトン (=singleton)1と

して "point"を導入するのが精々で [26],

pointの純粋な fuzzy化はできなかった.2 

その為，F.T.S.の中でその局所的な性質と

か収束の研究ができなかったのである．こ

れを"fuzzypoint(ファジ一点）”という拡

張された点の概念を導入することによって，

収束理論が F.T.S.でも定義可能であるこ

とを最初に示したのが Wong([23])である．

Wongは fuzzypointを用い通常の位相空

間論で分かっている諸々の性質をファジ一

理論の中で証明したが3, Moore-Smithの

収束理論まで扱うことは結局出来なかった

冷 が singletonである とは， a(x)= l(x = 
a), = O(x -/= a)を満たすもので，数のファジ一

化として導入された概念であるなお， A(x)は， 点

x(E X)が集合 Aに属す度合い（＝帰属度）を表す

ものとする．
2通常の pointを特殊な場合として含むように定

義するべきであるが， singletonはその意味で不充分

であった．

3local countability, sepalability, local compact-
nessなどの局所的な性質を証明した．
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この点の経緯を少し詳しく述べておく．

先ず， X入が fuzzypointであるとは

這＝｛；悶；：｝
が成り立つ fuzzysetのことである．初歩

的だが重要な課題として"入の取り得る値”

をどう定めるべきかということと， "fuzzy

point x入が集合 A に属す"ということを

どう定めるべきかという問題がある．自然

な考え方としては，それぞれ

入の値は...0 <入 ~1,

Aに属すは・ ・ ·A(x)~ 入

ということになるが，例えば一般集合論で

よく知られている定理

XE  UnAn⇒ ヨAis.t., x E Ai・ ・ ・(TH) 

を上の定義のもとで証明しようとすると，フ

アジー集合の特殊性が災いして証明は途中

で破綻してしまうことが分かっている [23].
Wongは，通常の位相空間では標準的に成

り立つ localcompactnessに関する”ある”

定理を fuzzyの場合で証明することを考え

たが，それには (TH)が必要で，その為に

は，”入の値"と， "Aに属す’’ことをそれぞ

れ 0<入<1, A(x) >入に変更しなくては

ならないと考え，そのように変更したので

ある結果として， (TH)は成り立ち，さら

に"ある”定理も成り立つことが証明され

たのではあるが，帰属度入の定義と集合に

属すことの定義は不自然なものとなり，こ

のことによって， 一般の位相空間で成り立

つ多くの定理が F.T.S.では成り立たなく

なってしまった成り立たせる為には，仮定

を少し修正しなくてはならないことになっ

てしまったのである．つまり病的な構造が

入り込んでしまったのである．結局，この

ような病的な構造が災いして Moore-Smith

の収束理論が上手く展開できなかったので

ある．

これを解決したのが Pao-MingとYing-

Ming[18, 19]である．彼らは， quasicoin-

cidentという概念4を導入することによっ

て，不自然な部分を見事に解消したのであ

るただし，"集合に属す”という概念を，’’

集合に重なる”と読み替えることを要請し

たここに， fuzzypointである x入が fuzzy

set Aに"重なる”とは

A(x) +入>1・ ・ ・(DEF) 

を満たすことであると定義されるこの意

味は，点 xが Aに属す度合い A(x)と一

点 xだけで定義された fuzzyset x入の x

における帰属度入を加えたとき 1を越え

るということで，これは A(x)> 0を保証

するもので，点 xが必ず A に属している

ことを意味することになるのである5. こ

のことから， X入が A に属していることを

(DEF)によって定義することの妥当性が生

まれるのである (DEF)を満たすとき， Pu

Pao-Mingらは，これを x入EAで表すこと

にしたすると， (TH) は 0< 入 ~1 のも

とで次の定理 (THQ)の形で成り立つこと

が証明される．

丞 UnAn⇒ ヨAis.t., xEAi ・・ ・(THQ) 

これは＂本来の定理の€ をとに変えて成り

立つ”というものである．

上記の例を始めとして， quasi-coincident

という概念を利用することによって，通常

の位相空間で成り立つ多くの定理が F.T.S.

の中で自然な形で成り立つことが確認され

るのである（詳しくは(18,19]を参照）．そこ

で， PuPao-Mingらはこれを Q-relation

と表現し，これに fuzzy理論の中で特別な

4,, 概ね一致する”とか”重なる”と翻訳される概

念である．

50~A(x)~1, 0 <入 ~1 であり， A(x)+入 >1
が成り立つことから， A(X)> 1- 入 ~o となる ． 結
局， A(x)> O⇔’’点 xの集合 Aへの帰属度は 0よ

り大きい”が導かれる．
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地位を与えたのである6. 

F.T.S. が定式化され fuzzylinear space 

が定式化されればれば， fuzzylinear topo-

logical spaceの定式化は自然である．これ

は， Katsaras[13,14]によって定式化され，

それ以後は，重要な課題とされるノルム化

可能性 (normability)などが研究されるこ

とになるのである [5].
ここまでの流れに沿った研究手法が本稿

の中心テーマではあるが，他の研究手法を

否定するものではないそこで次の節で，

ファジーノルム空間を例としてその研究手

法の主なものを述べ，それに続くファジ一

内積空間研究への道標を併せて与えること

にする

3 fuzzy normed spaceの定式化

ノルム空間とは vectorxの集合 X と

その長さに相当するノルム llxllとが対に

なっている空間 (X,II . II)のことである．

従って，ファジー化 (fuzzification)は， vec-

torを fuzzy化する場合と normの値 llxll

を fuzzy化する場合に大別される前者は

fuzzy vector spaceの研究であり，後者は

ノルムの値からなる fuzzysetの研究であ

る前者の代表的な研究には， Katsaras[13,

14]や Cong-xin& Jin-xuan[5]の研究が

あり，後者の代表的な研究には Felbin[9]や

Bisw吋2]などの研究がある．筆者の立場

からは， Katsarasの研究を主に説明したい

ところであるが，決して Felbinの研究を無

視するものではない．この節では，最初に

Felbinの研究を説明し，しかる後に Kat-

sarasの研究を説明しよう．

先ず， Felbin[9]の研究は，ノルムの値が

fuzzy numberになる場合の研究であるこ

6誤解の無い様に断っておくが， Q-relationを用

いて回避するという方法は，幾つかある手段の一つ

に過ぎない．ただ，筆者は "Q-relationは一般集合

論を特別な場合として含む概念である”という事実

を重視しただけのことである．

れは，レベル集合 (levelset)の上端値，下端

値を利用してノルムの性質を導き出すとい

うものであり，区間解析の研究成果が援用

され発展した分野である．工学への応用を

考えた場合， normの値は非負実数である

から， fuzzynumberの理論はスッキリして

いて量的な評価には最適である．

次に， Biswas[2]の研究は Rosenfeld[21]

が grouptheoryを fuzzygroup theoryに

拡張した際用いた手法と同様で， fuzzynorm 

の取り得る値によって構成される fuzzysub-

setを用い定式化されるものである．手法

は代数的であり，工学への応用となると，量

的な評価には不向きであるという弱点を持

つ．

最後に， Katsaras[13,14]や Cong-xinと

Jin-xuan[5Jによって定式化された fuzzy

normed spaceの詳細を見てみよう．両者の

定式化には， fuzzypointや Q-relationを

利用する cong-xin& Jin-xuanと利用しな

い Katsarasという違いこそあれ7'概ね研

究の方向は同じである．従って，ここでは

両者を区別して説明することなく，両者を

織り交ぜながら説明することにしよう．

前提となる空間 X は実線形空間である

とし，その上で定義された fuzzypoints全

てからなる空間を Xで表すことにする．

先ず， Katsarasはfuzzysubsetが fuzzy

subspace, convex, balanced, absorbingに

なる条件を定式化し，さらに fuzzysemi-

normになる為の条件を定め， Minkowski

functionalを用いノルムを定義するという

方法に従った．これを具体的に述べると，

X 内の fuzzysubsetμ が

7Katsarasらの手法は， Q-relationを利用しない

ものではあるが，利用しないからといって，議論が展

開できないというものではないことをお断りしてお

きたい Q-relationを用いなくても，,,重なる”と同

種の概念を導入することによって解決をはかること

は可能で，最近の研究などは寧ろ Q-relationを利用

しない収束理論が研究されていることは特筆すべき

ことである．

11 
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(1) convex(凸）であるとは，rμ+(l-r)μ ~ 

μ('vr E [O, 1])が成り立つこと．

(2) balanced (平衡）であるとは， kμ ~ μ 

(for !kl~1) が成り立つこと．

(3) absolutely convex(絶対凸）であると

は， convexで balancedになること．

(4) absorbing(吸収的）であるとは，

sup{μ(kx) : k > O} = 1が成り立つこと．

と定式化した．これらの概念を用い，

X 内のμ が fuzzysemi-normであると

は， absolutelyconvexで absorbingが成り

立つことであると定め，さらに inf{μ(kt) : 

k > O} = 0が成り立つならば，μ は fuzzy

normであると定めた ([14]参照）．

以上の定義を fuzzypointの空間え上

で定式化することは可能であるこの定式

化に最初に成功したのが Cong-xinとJin-

xuan[5]である．紙数の都合上全てを述べ

ることはできないので， convexを例として

その定式化のプロセスを述べてみよう．

μ: convex 

⇔ rμ+ (1 -r)μ ~ μ('vr E [O, 1]) 

これを帰属度関数の関係に直せば，

μ(rx + {1 -r)y) 2:': min{μ(x), μ(y)} 

(x, y EX,'vr E [0, 1]) 

となる．さらに，これを fuzzypointで表現

すれば，

Xo, ypEμ(a 2:': /3)⇒ rx0 + (1 -r)y詮μ

(r E [O, 1]) 

となる他の概念も同様の方法を用いるこ

とにより， fuzzypointを用いて定式化され

る．

以上で定式化された fuzzynormとX と

の対 (X,μ)を fuzzynormed spaceと

呼ぶことにし，

llxllμ(r) = inf{ t > 0: XrEtμ} 

によって定義される II・IIμ.(・)を Minkowski

functional ofμ と呼ぶことにしたのであ

る8 • 

引き続いて,Congxin & Ming[4]は

Minkowski functionalである II・IIμ.(・) 

は次の条件を満たすことを証明した

(1) llxllμ,(r) = 0 for some r E (0, 1]⇔ 

X =0; 

(2) llkxllμ.(r) = lklllxllμ.(r), k E阻；

(3) llx + Yllµ.(r)~llxllµ.(r) + IIYllμ.(r); 

(4) 11・11μ.(・)は rに関して non-increasing

かつ left-continuousである．

また，逆に 11・ll(r)が上の性質 (1),....,(4) 

を満たすならば，一意な fuzzynormμ が

μ= U{x1-r: llxll(r) < 1} 

によって定義されることを証明した．つま

り， X と II・II(・）によって fuzzynormed 

spaceが一意に決定されることが証明され

たのである．現在では fuzzynormed space 

を(X,II・II(・))で表す習慣があるが，これは

妥当であろう．

ところで， KatsarasとCongxin等の定

義ならぴに Felbin等の定義とはお互い密接

な関係にあることが Congxinand Ming[4) 

の研究によって明らかになっている．この

研究成果によって， fuzzynormed spaceに

関する成果であれば，三者のいずれが得た

結果であれ，その結果はお互いに翻訳可能

であることが保証されたことになる．

さらに， Jin-xuan他 [10]は Congxinの

定義したノルム空間から自然に定義される
. -, ー＇→

fuzzy bounded operatorの空間 BL(X,Y) 

の構造を研究し，その空間が fuzzynormed 

spaceになることを証明し，さらには fuzzy

Banach spaceになる為の必要・十分条件も

与えた．このことは，ノルム空間上で定義

される工学上の様々な手法はファジー空間

SEを E に変更すれば， Katsarasの定義になる

ことに注意されたい
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上に自然に拡張されることを保証したこと

にもなるのである

次に，内積をノルムと同様な手法で定義

することは可能かどうか，みてみよう．

4 F.I.P.S.(研究の現状）

内積とは， vectorspaceを X とすると

き， XxX→OC(=恥 orC)によって定義

される 2変数関数のことである．この定義

に依拠し， fuzzificationの方法は幾つか考

えらている．空間 X 自体を fuzzyvector 

spaceと考える方法と，恥を fuzzynumber 

と考える方法である．先ず後者の考え方を

述べ，しかる後に前者の立場に立った研究

の現状を述ることにする．

先ず，内積の値を fuzzynumbersと考

える場合をまとめておく．この定式化の代

表的な論文は Abyad& Hamoulyの論文

[1]とRamakrishnanの論文 [20]ならびに

Punnoose & K uriakoseの論文[17]がある．

内積の値を fuzzificateする場合，ノルムは

非負の fuzzynumberが対象であるから，そ

の取り扱いは容易であったが，内積の値は

実数又は複素数であるから， fuzzynumber 

の理論を考慮しても，その取り扱いは簡単

でない．その困難さをどのように回避する

かという所が各研究者の工夫である．

Abyad & Hamouly[l]は X を unitary

M(J)-moduleを係数とするベクトル空間9

とし， fuzzyinner product(ファジー内積）

(・):XX X→ M(I)は次の条件を満たす

ものと定義した．

(Al)ファジー内積(・)は双線形 (bilinear)

である．

(A2)ファジー内積（・）は対称 (symmetric)

である

(A3) x ;/ 0に対して (x・x)> 0が成り立 l

sM(J)の正確な定義は [1]を参照されたい

つ．

このとき， (X,・）をファジー内積空間と定

義し，その上でコーシー・シュワルツの不

等式や種々の定理を証明した．

これを工学で応用する場合，fuzzynormed 

spaceの場合と異なり M(I)に値を持つと

いう条件が障害となり， fuzzynormed space 

の場合のようにはいかない．

Ramakrishnan(20]のF.I.P.S.は， Abyad

& Hamoulyの内積空間と同種のものであ

る．僅かな違いは fuzzypoint上で内積を

定義したところと Schwartsの不等式を公

理とした所である．

Punnoose & Kuriakose[l 7]の導入した

内積空間は， fuzzynumberを係数とする

vector space上のベクトル x,yに対して，

内積 (x,y)の値も同じ fazzynumberに

値を取るものとして定義した． その点は

Abyad & Hamoulyの定義と変わらない

が，この内積も Ramakrishnanの内積と同

じく Schwartsの不等式の成立を公理とし

たところである．

次に内積の取る値を fuzzy化する点は

Abyad & Hamoulyなどと同様であるが，

その方法が少々異なる定式化がある． そ

れは，内積の値からなる集合を fuzzysub-

spaceと考える場合であるこれを次に紹

介しよう．

Biswas[2]や Congxin& Yujang[6]の

考えた F.I.P.S.は，次のようなものである．

X を linearspace over the field底とし， v

をfuzzyfieldで v(O)= v(l) = 1を満たす

ものとする．このとき，直積空間 XxX上

の fuzzysetμ が次を満たすとき，μ を X

上の F.1.P.S.であると呼ぶ

'vx,y,z EXと入 E底に対して

{Bl)μ(x + z, y)~ μ(x, y) I¥μ(z, y), 
(B2)μ(入x,y)~v(入） I¥μ(x, y), 

(B3)μ(x, y) =μ(ii, 元）

ここに，元は xの共役 (cojugate)である．

この定義に従い，多くの定理が証明され

13 
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ている [11,12]. ところが，これらの結果は

定性的な結果であり，定量的な結果が得ら

れないという弱点がある．

また， Congxin& Yujang[6]の定義した

内積空間は， X上の fuzzyset A, B E :F(X) 

に対して，ファジー内積を (A,B) : :F(X) x 

:F(X)→ [O, 1]によって定義し，その性質

として

A, B, C E :F(X)とするとき，

(El) (A, B) = (B, A) 
(E2) (oA, B) = ol¥(A, B) for all o E [O, 1] 

(E3) (AU B, C)~(A, C) V (B, C) 

(E4) (A, A) = 0⇔ A=  <P 

を要請するものとして定式化されるもので

ある．この F.I.P.S.は fuzzysetどうしの

内積を定義したもので，明らかに通常の内

積空間を特殊な場合として含む拡張された

概念であるが，この定義は Biswasなどの

定義した F.I.P.S.と同種の定義である．

以上述べた通り，内積の値を fuzzy化し

て考える方法には障害となる要素が多く，

我々の目的である”工学への応用"という

観点からは適用は困難であるといわざるを

得ない．

最後に，我々の立場である X自体を fuzzy

化する方法を述べよう．

Congxin & Ronglu & Cho[7]は内積空

間のファジー化を次のように定式化した．

X を実線形空間とし， X= {x入： XE  

X, 入E(0, 1]}とするこのとき，

関数 II・II(・) : え→ 恥 U{O}が fuzzy

norm(ファジー・ノルム）であるとは，

(Cl) llxll(入） =0⇔ X =0, 

(C2) llkxll(入)= lklllxll(入） (Vk E IR), 

(C3) llx + YII(入） $ llxll(入)+ IIYII(入），
(C4) 0 <μ$入$1ならば llxll(入）＄
llxll(μ), 
(C5) Vx入Eえに対して 0<入nく入が存

在して， limll叫I(入n)= llxll(入）が成り立つ．

このとき， (X,II . II(・))をfuzzynormed 

space(ファジー・ノルム空間）という．

また，このファジーノルム空間を踏まえ

て，次のようなファジ一実内積空間を定義

した

(D1) (x入， X入） ~0 かつ (xふ X入） = 0⇔ 

x=O; 

(D2) (kxふYμ)= k(xふ Yμ),k E IR; 

(D3) (x入十y入，Zμ)= (x,¥, Zμ) + (y入，Zμ);

(D4) (xふYμ)= (Yμ, ぶ）；
(D5) (x入,Yµ)~(x入4ル） if O < V~ μ ~l; 
(D6)任意の xふ Yμ,E えと€ > 0に対し

て 0<~<µ が存在して， (xふ Yμ-6)< 

（互叫＋€
以上 (D1),..,.,(D6)が成り立つ空間 (X,(・, ・））

をstrongfuzzy inner product space(強

ファジー内積空間）と呼ぶことにしたこ

の定義の利点は， fuzzypointを対象として

いて収束が議論できること.Q-relationを

用いて通常の位相空間で成り立つ多くの定

理が自然な形で成り立つことである．さら

に，値は実数に取るのであるから量的な評

価が可能であるという利点もある．

以上，現在知られている種々の定義を可

能な限り調べてみたが，文中で述べた通り，

夫々の考え方には，様々な利点を感じるが，

工学への応用という観点でふるいにかけて

みると，通常の内積空間との相似性とか，数

値の評価が可能であることなどを考慮して，

Cong-Xin & Rouglu & Choの立場を筆者

は支持したいと考えているなお，位相か

らノルム空間までに筆者が依拠した定義は

概ね以下の通りである．参考のためここで

述べておく．

・ファジ一位相空間は Lowen[15]に従っ

た．

・ファジ一線形位相空間は Katsaras[13, 14] 

に従った．

・Q-relationなどの概念は Pao-ming& 



ファジー内積空間について

Ying-ming [18, 19]に従った．

・ファジ一距離空間は Cong-xin& Ma-ming 

[4]に従った

・ファジーノルム空間は Cong-xin& Jin-

xnan [5]に従った

・ファジ一実内積空間は Cong-Xin& Rouglu 

& Cho [7]に従った．

5 今後の研究課題

通常の Hilbertspaceであれば，直交性

(orthogonality)とか双対作用素{dualoper-

ator)などは必ず考えたい概念である．その

際，複素数上の内積空間が最適である．と

ころが，残念ながら，現在知られている強

ファジー内積空間は実内積空間である．こ

れを踏まえ，現在及び今後の研究の方向と

しては，次のような課題が横たわっている．

(1)ファジー内積空間を複素数体上で考え

ること，その為には [7]の条件 (05)をどう

変更するか．

(2)その上で， [7]で証明されている定理の

検証は可能か．

(3)工学への応用を脱んだとき，連続（有界）

作用素が必要である．内積条件を用いた連

続条件の再定義は通常の内積空間と同じよ

うに可能か．

(4)通常の Hilbert空間で成り立つ様々な

定理は成り立つか．

以上述べたことは現在継続研究している

課題であるが，今後は新たな結果が得られ

次第，逐次 fuzzy関係の専門雑誌に発表す

る予定である．

なお， Yan& Fang(24]はfuzzypoint 

を用いた新たな fuzzynormed spaceとし

てL-fuzzynormed spaceを定義してい

るこれは上で説明したCong-xinなどの考

える fuzzynormed spaceを特殊な場合と

して含む理論であり，最新の取り組みであ

る．工学への応用を考えた場合， L-topology

まで考える必要性は感じないが，数学上は

興味深い取り組みであると考えている．筆

者の現在及ぴ今後のの研究課題である．

6 後書き

ここで紹介した定義・定理に誤りは無い

と信ずるが，歴史的な見解などについては

参考となる文献は特に無いので，点と点を

結んで線を引くような書き方をしたところ

がある．従って，筆者の誤解が入り込む余

地があったことをここにお断りしておく．

（以上）
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